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En este trabajo estudiaremos las soluciones débiles de un sistema de leyes de conservación
del tipo Temple [14]. La propiedad que los caracteriza es el hecho de tener un sistema
de coordenadas constituida por invariantes de Riemann tal que las subvariedades de nivel
asociadas a cada invariante están contenidas en hiperplanos [4]. Para estudiar la existencia
de soluciones débiles aplicaremos la teoŕıa de compacidad compensada ([9] ,[10]). Por lo
tanto, a lo largo del trabajo daremos los resultados que permitan aplicar el teorema de
Tartar [13], núcleo de la teoŕıa de compacidad compensada, al estudio de la existencia de
soluciones débiles en un sistema de leyes de conservación del tipo Temple.
Palabras clave: Sistema de leyes de conservación del tipo Temple, Teoŕıa de compaci-
dad compensada, Existencia de soluciones débiles.
Abstract
In this paper we study weak solutions of a system of conservation laws of Temple class
[14]. The property that characterizes them is having a coordinate system consisting of
Riemann invariants such that the submanifolds associated with each level are contained
in hyperplanes [4]. To study the existence of weak solutions apply the compensated com-
pactness theory ([9], [10]). Therefore, along the work give the results that can be applied
Tartar’s theorem [13], core of the theory of compensated compactness, the study of the
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Introducción
Un sistema de leyes de conservación es una ecuación diferencial parcial de la forma
ut + f(u)x = 0
donde (x, t) ∈ R × R+, u = (u1, . . . , un) es un vector en Rn y f = (f1, . . . , fn) : Rn → Rn
es una función.
Una gran cantidad de fenómenos en f́ısica están modelados por sistemas de leyes de con-
servación, por ejemplo en hidrodinámica, elasticidad y cromatograf́ıa [1].
Si f(u) es una función no lineal, la solución al problema de cauchy generalmente viene
dada por un función discontinua en un tiempo finito, aún si la condición inicial es suave
[1]. Por lo tanto el conjunto natural donde esperamos encontrar soluciones será el de las
funciones discontinuas.
En el trabajo estaremos concentrados en estudiar la existencia de soluciones débiles a un
sistema leyes de conservación particular conocido como sistemas del tipo Temple. Estos
tienen la propiedad de gozar de un sistema de coordenadas constituidas por invariantes de
Riemann y tal que las subvariedades de nivel asociadas a cada invariante son variedades
lineales (estos conceptos se precisarán en el caṕıtulo 1). Esta clase de sistemas aparecen
en áreas como la f́ısica [8] y la qúımica [15]. Un estudio sistemático de estos en dimensión
n × n, aśı como una completa clasificación y caracterización para sistemas 2 × 2 apare-
ció por primera vez en un art́ıculo de B. Temple [4], cuando éste estudiaba los sistemas
de leyes de conservación en los cuales las curvas de rarefacción coinciden con las curvas de
choque.
El estudio de la existencia de soluciones débiles para sistemas del tipo Temple inicialmente
se hizo para sistemas 2 × 2 particulares, como un ejemplo podemos citar el art́ıculo de
C.Dafermos y X. Geng [15], quienes en 1991 estudiaron la existencia y unicidad de so-
luciones débiles para un sistema tipo del temple que describe el comportamiento de un
proceso qúımico conocido como isotacoforesis. Posteriormente en 1996 Arnaud Heibig [14]
estudió la existencia de soluciones débiles para sistemas del tipo Temple n × n , encon-
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trando que tales sistemas admiten siempre una solución débil.
Una estrategia natural, motivada desde la f́ısica para encontrar soluciones globales al pro-
blema de cauchy de un sistema de leyes de conservación es construir soluciones aproximadas
a través de algún método de perturbación, por ejemplo
uϵt + f(u
ϵ)x = ϵuxx.
Entonces las soluciones aproximadas uϵ(x, t) son generadas por ecuaciones parabólicas.
Luego el problema radica en encontrar un método que permita estudiar la convergencia
de tales soluciones aproximadas. Una herramienta que permite estudiar la convergencia
de soluciones aproximadas y que resultó ser muy poderosa en el caso escalar y en sistemas
2× 2 es la teoŕıa de compacidad compensada [9].
La teoŕıa de compacidad compensada fue un método desarrollado por Tartar [10] en 1978,
inicialmente fue aplicada en el caso escalar, posteriormente Diperna [16] la aplico por
primera vez a sistemas 2×2. En este método se construye la solución como ĺımite de solu-
ciones aproximadas donde estas últimas unicamente son acotas en L∞. Dado que solo se
pide la acotación en L∞ entonces tendremos garantizada únicamente la convergencia débil
en L∞. De aqúı surge la dificultad de mostrar que el ĺımite de una sucesión de soluciones
aproximadas sea una solución al problema, pues si uϵ converge débil a u en L∞ en general
f(uϵ) no converge débil a f(u) en L∞ débil-*.
Aśı, en el trabajo demostraremos que si el sistema es del tipo Temple entonces tendremos
las herramientas para asegurar que f es continua secuencialmente en la topoloǵıa débil
y por lo tanto f(uϵ) → f(u) en L∞ débil-*. Como consecuencia al tomar el ĺımite cuan-
do ϵ→ 0 en la aproximación parabólica podremos garantizar que existe una solución débil.
El trabajo estará organizado en tres caṕıtulos. En el primer caṕıtulo estudiaremos los sis-
temas del tipo Temple, se darán sus propiedades algebraicas más importantes y a partir
de estas se construirá una entroṕıa especial que permitirá demostrar una versión para
sistemas del teorema de Tartar. En el caṕıtulo dos daremos los preliminares y la notación
que se utilizará para abordar la teoŕıa de compacidad compensada, además proporciona-
remos los teorema fundamentales de esta teoŕıa, aśı como una demostración del teorema
de Tartar en el caso escalar lo cual motivará el desarrollo que haremos con sistemas n×n.
En el caṕıtulo tres demostraremos, a parir de una aproximación parabólica y con ayuda
de la teoŕıa de compacidad compensada aplicada a sistemas, que todo sistema del tipo
Temple admite una solución débil.
Caṕıtulo 1
Sistemas del tipo Temple
En este caṕıtulo definiremos los sistemas de leyes de conservación del tipo Temple. De-
mostraremos algunas propiedades algebraicas que serán de utilidad cuando abordemos el
problema de existencia de soluciones débiles para tales sistemas.
1.1. Sistemas de leyes de conservación
A lo largo de esta sección daremos las definiciones y propiedades básicas de los sistemas
de leyes de conservación. Para una discusión más profunda consultar Smoller[1].










∂x [fn (u1, . . . , un)] = 0
donde u = (u1, . . . , un) es un vector en Rn y f = (f1, . . . , fn) es una función de clase
C2(Ω), f : Ω → Rn con Ω ⊂ Rn abierto y conexo.
El problema de valor inicial para un sistema de leyes de conservación lo podemos escribir
como
ut + f(u)x = 0 (1-1)
con condición inicial u0 : R → Rn
u(x, 0) = u0(x). (1-2)
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Si la función diferenciable u = u(x, t), (x, t) ∈ V ⊂ R×R+ satisface (1.1)-(1.2) , entonces
diremos que u es una solución clásica del problema de valor inicial. Por otro lado,
u = u(x, t) acotada y medible es una solución débil del sistema de leyes de conservación
(1.1)-(1.2) si u satisface (1.2) y para cada ϕ : V → R, función diferenciable con soporte
compacto se tiene que ∫ ∫
V
{uϕt + f(u)ϕx} dxdt = 0.
Sea A(u) = df(u) la matriz jacobiana de f en el punto u. A lo lago del trabajo supon-
dremos que el sistema (1.1) es estrictamente hiperbólico, es decir para cada u ∈ Rn, A(u)
tiene n valores propios reales y distintos. Los valores propios son llamados velocidades
caracteŕısticas del sistema, éstos serán denotados como λk(u), además supondremos que
están organizados en orden creciente, aśı λ1(u) < λ2(u) < . . . < λn(u). Dada una solución
clásica u(x, t) de (1.1), definimos la curva i-caracteŕıstica asociada a la solución u(x, t)




La teoŕıa de ecuaciones diferenciales garantiza que por cada punto (x, t) del dominio de la
solución u(x, t) pasa exactamente una curva i-caracteŕıstica, puesto que los valores propios
λi(u(x, t)) son funciones continuas.
Para cada k ∈ {1, . . . , n}, rk(u) denotara el correspondiente vector propio asociado a λk(u)
y dado que el sistema (1.1) es estrictamente hiperbólico tenemos que {r1(u), . . . , rn(u)}
es una base para Rn. Puesto que el espectro de A(u) y el de su matriz transpuesta A(u)T
coinciden, definimos lk(u) como el vector propio correspondiente al valor propio λk(u) en
la matriz A(u)T , es decir A(u)T lk(u) = λk(u)lk(u). De acuerdo a lo anterior es natural
denominar a los vectores rk(u) vectores propios a derecha y a los vectores lk(u) vectores
propios a izquierda. Además





= λj(u) (lj(u), rk(u))
entonces si k ̸= j tenemos que (lj(u), rk(u)) = 0. Donde (· , ·) denota el producto interno
en Rn.
A continuación definiremos las curvas i-choque. Sea U la función a trozos
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U =
{
u si x > λt
u0 si x < λt
donde u, u0 ∈ Rn y λ ∈ R. Si la función anterior U es una solución débil del sistema de leyes
de conservación (1.1) entonces se verifica la condición de Rankine-Hugoniot λ(u− u0) =




df(θv + (1− θ)u) dθ θ ∈ [0, 1]
entonces la condición de Rankine-Hugoniot toma la forma




df(θv + (1− θ)u) · (u− u0) dθ
= A(u, u0) · (u− u0).
Por lo tanto la condición de Rankine-Hugoniot se tiene si, y sólo si (u− u0) es un vector
propio de la matriz A(u, u0). Puesto que u−u0 es un vector propio a derecha de la matriz
A(u, u0), entonces éste es ortogonal a todos los vectores a izquierda lj(u, u0) de A(u, u0),
aśı la condición de Rankine-Hugoniot es quivalente a
lj(u, u0) · (u− u0) = 0 i ̸= j. (1-3)
Este es un sistema de n − 1 ecuaciones en n variables. Con ayuda del sistema anterior
definimos ψk : Rn → Rn−1,
ψk(u) = (l1(u, u0), . . . , lk−1(u, u0), lk(u, u0), . . . ln(u, u0)) ,











y como {lj(u0)} es una base para Rn tenemos que el rango de dψk(u) es n − 1, ahora
como ψk(u0) = 0 entonces aplicando el teorema de la función impĺıcita concluimos que
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existe ϵ > 0, γk : R → Rn tal que γk(0) = u0 y ψk(γk(t)) = 0 para −ϵ < t < ϵ, es decir,
existe una curva diferenciable que pasa a través del punto u0 y tal que para cada estado u
en la curva se satisface la condición de Rankine-Hugoniot. Esta curva será llamada curva
i-choque a través del punto u0.
En lo que sigue impondremos una condición sobre las soluciones débiles del sistema de leyes
de conservación (1.1), la cual nos ayudará a diferenciar las soluciones débiles que pueden
tener sentido f́ısico. Además en algunos casos garantizará la unicidad de las soluciones.
Definición 1.1.1 (Entroṕıa- Entroṕıa flujo) Una función convexa continuamente dife-
renciable η : Ω → R es llamada una entroṕıa para el sistema de leyes de conservación (1.1)
con flujo q : Ω → R si, para toda u ∈ Ω se tiene que dq(u) = dη(u)df(u).
De la definición anterior tenemos que si u = u(x, t) es una solución clásica de (1.1) entonces
η(u)t + q(u)x = 0, en efecto
η(u)t + q(u)x = dη(u)ut + dq(u)ux
= dη(u)(−df(u)ux) + dq(u)ux
= (−dη(u)df(u) + dq(u))ux = 0,
es decir, para una solución clásica si (η, q) es un par entroṕıa-entroṕıa flujo, se tiene la ley
de conservación η(u)t + q(u)x = 0 . Si u es discontinúa esto no es cierto en general (ver
[3]).
Definición 1.1.2 (Solución de entroṕıa) Una solución débil u, es una solución de en-
troṕıa para el sistema (1.1) si
η(u)t + q(u)x ≤ 0 (1-4)
en el sentido de las distribuciones, para todo par (η, q) donde η es una entroṕıa y q es el
flujo de entroṕıa.




{η(u)ϕt + q(u)ϕx} dtdx ≥ 0
para toda ϕ ≥ 0 diferenciable con soporte compacto.
En ocasiones es conveniente definir un nuevo sistema de coordenadas. En tal sistema
la ecuación parcial puede tomar una forma más simple, por ejemplo, un sistema n × n
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de leyes de conservación estrictamente hiperbólico donde la matriz A(u) es constante
puede desacoplarse en n ecuaciones escalares y resolver separadamente cada una de ellas
y aśı obtener la solución del sistema como una superposición de n ondas, éste desacople
es debido a un cambio de cordenadas. Uno de tales sistemas de cambio de cordenadas es
dado por los invariantes de Riemann.
Definición 1.1.3 (Invariante de Riemann ) Un i−invariante de Riemann del sistema
de leyes de conservación (1.1) es una función diferenciable ω : Ω → R tal que ∇ω(u) es
paralelo a cada lk(u) con k ̸= i, donde u ∈ Ω. Además supondremos que ∇ω(u) ̸= 0.
Observación 1. Puesto que ∇ω(u) ̸= 0 para todo u ∈ Ω, entonces todo número c ∈ R tal
que ω(u) = c es un valor regular de ω, esto implica que los conjuntos de nivel M = ω−1(c)
tienen estructura de subvariedad [17].
Considere ri(u) el vector propio a derecha de la matriz A(u). Sea û un vector fijo en
Rn. La curva integral del campo vectorial ri a través del punto û es llamada la curva de




= rk con u(0) = û.
Por lo tanto hay n familias de curvas de rarefacción generadas por los vectores propios
{r1, . . . , rn}, además para cada û existe exactamente una única curva de rarefacción de
cada familia.
Por otro lado, como ∇ω(u) es paralela a lk(u) con k ̸= i entonces ∇ω(u) es ortogonal a
ri(u), aśı tenemos que el i-invariante de Riemann ω : Ω → R es constante a lo largo de las
curvas de i−rarefacción.
Terminamos está sección con una definición que será de utilidad más adelante. Para más
detalles consultar Hoff[2].
Definición 1.1.4 (Región invariante) Sea u0(x) la función definida en (1.2). S ⊂ Ω es
una región invariante para el sistema de leyes de conservación si, u0(x) ∈ S entonces que
la solución u(x, t) de (1.1)-(1.2) está en S para toda (x, t) donde este definida la solución.
1.2. Sistemas del tipo Temple
En esta sección definiremos los sistemas hiperbólicos del tipo Temple, daremos algunos
ejemplos, aśı como sus propiedades más importantes. Todos los sistemas de leyes de con-
servación considerados serán del tipo Temple.
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Definición 1.2.1 (Sistemas del tipo Temple) El sistema (1.1) es del tipo Temple si existe
un sistema de coordenadas {ω1, . . . , ωn} constituida por invariantes de Riemann y tal
que las subvariedades de nivel Hi(a) =
{




Observación 2. Una variedad lineal M ⊂ Rn, es una conjunto de la forma M =
{p+ s/s ∈ S} donde S es un subespacio vectorial de Rn y p ∈ Rn, aśı una variedad
lineal será un subespacio de Rn “ corrido ” tal que en lugar de pasar por el 0 pasa por
el punto p. Por ejemplo las rectas, los planos y en general un hiperplano son variedades
lineles.
En la sección anterior se demostró que el i-invariante de Riemann es constante a lo largo de
la curva de i-rarefacción, luego toda curva de i-rarefacción está contenida en alguna sub-
variedad de nivel Hi(a). Además si multiplicamos (1.1) por ∇ωi(u) i = 1, . . . n , entonces
el sistema de leyes de conservación toma la forma
(ωi)t + λi (ωi)x = 0 i = 1, . . . , n.
El lado derecho de la ecuación anterior es la derivada de ωi en la dirección de la curva
i-caracteŕıstica, por lo tanto el i-invariante de Riemann también es constante a lo largo
de la curva i-caracteŕıstica asociada a una solución clásica. Aśı, la curva de i-rarefacción
y la curva i-caracteŕıstica están contenidas en alguna variedad lineal. Se puede demostrar
(ver[4]pág 784) que en éste tipo de sistemas las curvas de rarefacción son ĺıneas rectas,
además que las curvas de choque coinciden con las curvas de rarefacción.
Los sistemas del tipo Temple surgen en diversos fenómenos en f́ısica, por ejemplo en el es-
tudio de gases politrópicos, en cromatograf́ıa, magneto hidrodinámica y elasticidad. En [8]
se dan varios ejemplos no convencionales, aśı como un resultado para determinar cuando
un sistema de leyes de conservación es del tipo Temple. A continuación daremos algunos
ejemplos.
Ejemplo 1 En el caso escalar todo sistema de leyes de conservación es tipo Temple. En
efecto, supongamos que n = 1 en (1.1), entonces el único valor propio es f ′(u) y su res-
pectivo vector propio es r = 1, aśı, si ω : Ω → R es una función constante entonces ω es
un invariante de Riemann que satisface la definición 1.2.1 .
Ejemplo 2 Las ecuaciones en coordenadas Eulerianas que describen el movimiento de un
fluido perfecto que obedece la ley de presión p = ν+µρ3, donde ν es el volumen especifico,
ρ la densidad y µ una constante están dadas por





















Por cálculo directo observamos que los vectores propios están dados por r1 = (1,−1)T y
r2 = (1, 1)
T . De aqúı concluimos que si ω1 = u+ v y ω2 = −u+ v entonces ∇ω1 · r1 = 0 y
∇ω2 ·r2 = 0, es decir, {ω1, ω2} satisfacen la definición 1.2.1 por lo tanto el sistema anterior
es del tipo Temple. Este sistema es utilizado para predecir el comportamiento de cierta
clase de explosivos [8].
1.2.1. Propiedades algebraicas
A continuación se demostrarán algunas propiedades algebraicas de los sistemas del tipo
Temple. Además se construirá una entroṕıa especial la cual será de ayuda cuando abor-
demos el problema de existencia.
Proposición 1.2.1 Supongamos que el sistema de leyes de conservación (1.1) es del tipo
Temple. Si li(v) denota el i-ésimo vector propio a izquierda de A(v), entonces li(u)·(u−v) =
0 implica que li(u) · (f(u)− f(v)) = 0 para todo u, v ∈ Ω.
Demostración. Es claro que existe a ∈ R tal que u− v ∈ Hi(a). Aśı, como Hi(a) es una
variedad lineal v + θ(u− v) ∈ Hi(a) p or lo tanto A(v) = A(v + θ(u− v)) para θ ∈ [0, 1].





A(v + θ(u− v)) · (u− v)dθ
entonces concluimos
li(u) · (f(u)− f(v)) = li(u) ·
(∫ 1
0











λi(u)li(u)dθ · (u− v)
= 0.
Lo cual termina la demostración.
Sea µ una medida acotada sobre Ω, consideremos para i = 1, 2 . . . , n








sig(li(u) · (u− v)) li(u) · (f(u)− f(v))dµ(v).
Entonces si ηi,µ(u) = 0 podemos aplicar la proposición 1.2.1 y concluir qi,µ(u) = 0.
Por otra parte si ηi,µ(u) ̸= 0 entonces derivando bajo el signo integral tenemos que
dq(u) = dη(u)df(u), es decir, (ηi,µ, qi,µ) forman un par entroṕıa-entroṕıa flujo.
En la siguiente proposición construiremos una entroṕıa positiva y convexa sobre Ω con
ayuda del par entroṕıa-entroṕıa flujo mencionado arriba.
Proposición 1.2.2 Supongamos que K es un conjunto compacto y convexo de Ω con me-
dida de Lebesque no nula. Sea z ∈ K. Entonces para todo sistema de leyes de conservación
del tipo Temple existen, una entroṕıa positiva η0 estrictamente convexa sobre Ω, δ > 0 y
ϵ > 0 tal que
δ ∥u− z∥2 ≤ η0(u) ≤ ϵ ∥u− z∥2 para todo u ∈ K.
Demostración. Primero construiremos una entroṕıa η positiva y convexa, a partir de






|li(v) · (u− v)| dµidωi
donde dµidωi = dw1 . . . dωn (aqúı dωi es la derivada exterior del i-invariante de Riemann
). De la definición se sigue que η es una entroṕıa positiva, ahora demostraremos que
es estrictamente convexa. Es claro que existe Pi positiva, Pi : Rn → R+ tal que li =
Pi∇ωi. Como ωi es diferenciable, entonces ∇ωi(v) · (u− v) = ωi(u)− ωi(v) +R(v) donde
R(v) es el residuo de la expansión de Taylor, por lo tanto si ωi(v) ≤ ωi(u), entonces
∇ωi(v) · (u − v) ≥ 0, pero esto implica que li(v) · (u − v) ≥ 0. De forma análoga se
demuestra que si ωi(v) ≥ ωi(u) entonces li(v) · (u− v) ≤ 0. Aśı, aplicando lo anterior a la
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ai, bi ∈ R tales que ωi(u) ∈ [ai , bi], con (ω1(v), . . . , ωi−1(v), ωi+1(v), . . . ωn(v)) ∈ Ωi.
Donde Ωi ⊂ Rn−1 . Como el sistema es tipo Temple si ωi(u − v) = a, a ∈ R entonces


















Donde la última igualdad se debe a que podemos introducir el ĺımite en la integral pues al
ser el sistema del tipo Temple se verifica ωi(u) = ωi(u+ tek) para t→ 0. Luego tenemos













Por lo tanto definiendo z(u, v) = (ω1(v), . . . , ωi−1(v), ωi(u), ωi(u), . . . ωn(v)) y utilizando
la función Pi concluimos




−1 (li(z(u, v)) · h)2 dµi,
aśı d2uη(u) · h2 > 0 para h ̸= 0, es decir η es estrictamente convexa. A continuación
construiremos la entroṕıa η0 de la proposición. En efecto, sea H(u) la matriz hessiana de




H(z) · (u− z)2 + p(u− z) ∥u− z∥2
donde p(u) es el residuo en la expansión de Taylor de η, por lo tanto p(u−z) → 0 si u→ z.
Como η es estrictamente convexa esto implica que η0 es positiva y estrictamente convexa
sobre K−{z} . Por otro lado H(z) es estrictamente positiva y continua, luego existe c > 0
tal que H(z) · (u − z)2 ≥ 2c, aśı H(z) · (u − z)2 ≥ c ∥u− z∥2, escogiendo una vecindad
adecuada V alrededor de z podemos acotar p(u − z) para obtener η0(u) ≥ δ ∥u− z∥2
donde δ > 0. De forma análoga concluimos que η0(u) ≤ ϵ ∥u− z∥2 para ϵ > 0. Es decir
δ ∥u− z∥2 ≤ η0(u) ≤ ϵ ∥u− z∥2 para todo u ∈ V . Por último considerando la función
u 7→ η0(u)/ ∥u− z∥2, la cual es positiva y continua sobre el compacto K −V , por lo tanto
alcanza un máximo y un mı́nimo, aśı la desigualdad de la proposición se verifica para
K − V , es decir para todo u ∈ K. Esto completa la demostración.
Caṕıtulo 2
Compacidad compensada
Cuando estudiamos soluciones aproximadas en sistemas no lineales aparece el problema de
determinar cuando el ĺımite débil de una sucesión de soluciones es un solución del sistema.
La dificultad radica en el hecho de que si uϵ ⇀ u en L∞ débil-* y f es no lineal, entonces en
general f(uϵ) ̸⇀ f(u) en L∞ débil-*. Por ejemplo si uϵ(t, x) = sen((t+ x)/ϵ) y f(u) = u2
entonces uϵ ⇀ 0 (Lema de Riemann-Lebesque), pero (uϵ)2 ⇀ 12 ̸= 0.
2.1. Preliminares
En esta sección daremos la notación que usaremos a largo del caṕıtulo, aśı como algunos
teoremas de la teoŕıa de compacidad compensada. Seguido del teorema se indica la refe-
rencia en la cual se encuentra su demostración.
Sea Ω un abierto de Rn. Denotaremos por Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞ (L∞(Ω) si p = +∞) el
espacio de las funciones sobre Ω tal que su p-ésima potencia es absolutamente integrable
(esencialmente acotada si p = +∞) para la medida de Lebesque. Éste es un espacio de






, ∥u∥∞ = Ess supΩ |u(x)|
donde la primera norma es válida si 1 ≤ p < ∞ y la segunda para p = +∞. Para p = 2,
L2(Ω) es Hibert, donde el poducto interno es claro. Una sucesión {fn} ⊂ L∞(Ω) se dice





f(x)φ(x)dx, para φ ∈ L1(Ω)
esta convergencia será denotada por fn ⇀ f en L
∞(Ω) débil-*. De forma análoga se define
la convergencia débil en Lp(Ω). Como consecuencia del teorema de Banach-Alaoglu toda
sucesión acotada en Lp(Ω) 1 < p ≤ ∞ admite una subsucesión que converge débilmente.
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Ver Brezis[7].
Definimos LpLoc(Ω) = {u : Ω → R/u ∈ Lp(Ω0),Ω0 ⊂⊂ Ω} donde Ω0 ⊂⊂ Ω significa que
existe un compacto K tal que Ω0 ⊂ K ⊂ Ω.
El espacio de Sobolev Wm,p(Ω)(m entero, 1 ≤ p ≤ ∞) es el espacio de funciones en Lp(Ω)







Cuando p = 2, Wm,p(Ω) = Hm(Ω), y claramente Hm(Ω) es un espacio de Hilbert. Si
D(Ω) denota el espacio de las funciones de clase C∞ con soporte compacto, entonces la
clausura de D(Ω) en la norma Wm,p(Ω) será denotada por Wm,p0 (Ω). El espacio dual de
Wm,p0 (Ω) lo denotaremos por W
−m,p′(Ω) donde p′ es el exponente conjugado de p. Como
caso particular si p = 2, H−m(Ω) denotará el dual de Hm0 (Ω). De forma análoga a como
se definieron los LpLoc(Ω) se definen los espacios W
m,p
Loc (Ω). Un estudio detallado de los
espacios de Sobolev puede encontrarse en Kesavan[8].
Dado X un espacio de Banach, T > 0, 1 ≤ p ≤ ∞, denotamos por Lp(0, T,X) al espacio
de Banach de las funciones u : (0, T ) → X tales que u es medible y ∥u(t)∥X ∈ Lp(0, T )






, ∥u∥L∞(0,T,X) = Ess supΩ ∥u(x)∥X .
De forma análoga definimos los espacios Wm,p(0, T,X). Estos espacios pueden ser consul-
tados en Temam[12].
2.1.1. Compacidad compensada
A continuación daremos los resultados de la teoŕıa de compacidad compensada que utili-
zaremos más adelante.
Las soluciones aproximas de un sistema de leyes de conservación pueden ser generadas de
muchas maneras, por ejemplo a través del método de viscosidad nula, una herramienta para
probar que tales soluciones aproximadas convergen a una solución débil es el método de
compacidad compensada. Esta teoŕıa se fundamenta en los dos teoremas que presentamos
a continuación.
Teorema 2.1.1 ([9], [10]) Sea K ⊂ Rn un conjunto abierto y acotado. {uϵ} uϵ : Ω → K,
una suceción de funciones medibles, entonces existe una familia de medidas de probabilidad
{vx}, x ∈ Ω tal que Supp vx ⊂ K y para toda función continua f existe una subsucesión{
uϵk
}
tal que si f(x) =< vx, f(λ) > c.t.p tenemos f(u
ϵk) → f en L∞(Ω) débil-* .
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Teorema 2.1.2 ( Lema del Div-Rot) [[9], [10]] Sean {vϵ}, {wϵ} dos sucesiones acotadas
en L2(Ω : Rn) tal que {div vϵ} es compacta en H−1(Ω) y {rotwϵ} es compacta en H−1(Ω :
Mn×n), dondeMn×n es el espacio de las matrices n×n. Si vϵ → v y wϵ → w en L2(Ω : Rn),
entonces vϵ · wϵ → v · w en el sentido de las distribuciones.
Observacion 3. Si Ω ⊂ Rn+1 es acotado y abierto tal que (t, x) ∈ Ω donde t ∈ R, x ∈ Rn,
entonces el teorema 2.1.2 lo podemos reformular de la siguiente manera. Sean uϵ : Ω → R4












son compactas en H−1(Ω), entonces pasando a una subsucesión si es necesario tenemos
que ∣∣∣∣∣ uϵ1 uϵ2uϵ3 uϵ4
∣∣∣∣∣→
∣∣∣∣∣ u1 u2u3 u4
∣∣∣∣∣
en el sentido de las distribuciones. Aqúı |·| denota el determinante.
Un problema que surge al intentar aplicar el teorema anterior es determinar cuando un
subconjunto de H−1Loc(Ω) es compacto. Sin embargo el teorema que sigue nos da un impor-
tante criterio.
Teorema 2.1.3 ( Lema de Murrat) [[9], [10]] Sea {fk} una sucesión acotada enW−1,rLoc (Ω)
para algún r con 2 < r ≤ ∞, tal que fk = gk+hk donde {gk} es una sucesión compacta en
H−1Loc(Ω) y {hk} es una sucesión acotada enM(Ω), entonces {fk} es compacta en H
−1
Loc(Ω).
En el teorema anterior M(Ω) denota el conjunto de medidas de Radon en Ω y como se
demuestra en [9] M(Ω) ↪→W−1,q(Ω), 1 ≤ q < n/(n− 1), donde el encaje es compacto.
El siguiente resultado (Teorema de Tartar[10]) nos asegura que en el caso escalar un sis-
tema de leyes de conservación admite una solución débil. Presentaremos la demostración
con el objeto de ilustrar el procedimiento a seguir en un sistema de leyes de conservación
del tipo Temple. Básicamente lo que haremos en el siguiente capitulo será generalizar este
teorema, y con el par entroṕıa-entroṕıa flujo construido en el caṕıtulo anterior demostrar
que todo sistema tipo Temple admite una solución débil.
Teorema 2.1.4 Sea f ∈ C1(R), Ω ⊂ R2, asumamos que la sucesión uϵ satisface ∥uϵ∥∞ ≤ C.
Sean
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∈ H−1(Ω) i = 1, 2.
entonces f(u) es secuencialmente continua en la topoloǵıa débil, es decir, pasando a un
subsucesión si es necesario tenemos que si uϵ(t, x) ⇀ u(t, x) en L∞(Ω) débil-*, entonces
f (uϵ(t, x)) → f (u(t, x)) en L∞(Ω) débil-*
Observacion. Este resultado es debido a Chen-Lu [13] a diferencia de los enunciados da-
dos en( [9], [10]) éste pide la compacidad en H−1(Ω) sólo para dos pares entroṕıa -entroṕıa
flujo.
Demostración. Aplicando el teorema 2.1.1 tenemos que existe una familia de medida de





⇀ (< vt,x, ηj(λ) >,< vt,x, qj(λ) >) j = 1, 2,
es decir




∣∣∣∣∣ η1(λ) q1(λ)η2(λ) q2(λ)
∣∣∣∣∣
⟩
cuando ϵ→ 0, por lo tanto al aplicar el teorema 2.1.2





















∣∣∣∣∣ λ− u f(λ)− f(u)f(λ)− f(u) ∫ λu f ′(ξ)2dξ
∣∣∣∣∣
⟩
=∣∣∣∣∣ 0 < vt,x, f(λ)− f(u) >< vt,x, f(λ)− f(u) > < vt,x, ∫ λu f ′(ξ)2dξ >
∣∣∣∣∣





f ′(ξ)2dξ − (f(λ)− f(u))2
⟩
+
< vt,x, f(λ)− f(u) >2= 0.












< vt,x, f(λ)− f(u) >2= 0
por lo tanto < vt,x, f(λ) >= f(u), cuando ϵ→ 0. Esto termina la demostración.
Aplicando el lema de Murat se puede demostrar que los pares entroṕıa-entroṕıa flujo del





uϵ(x, 0) = u0(x),
utilizando el teorema anterior y tomado el ĺımite cuando ϵ → 0 podemos concluir que
existe una solución débil u en L∞(R× [0,∞)) (ver [9]).
En el caṕıtulo 3 daremos una demostración detalla del teorema 2.1.4 para sistemas del tipo
Temple y razonando como en el párrafo anterior concluiremos que estos sistemas admiten
una solución débil.
Caṕıtulo 3
Generalización del teorema de
Tartar a sistemas del tipo Temple
En este caṕıtulo estableceremos la existencia de soluciones débiles en un sistema de leyes de
conservación del tipo Temple, bajo la suposición de que la condición inicial esta contenida
en una región invariante. Para tal fin, construiremos una sucesión de soluciones por medio
de una aproximación parabólica y luego aplicando la teoŕıa de compacidad compensada
garantizaremos que al tomar el ĺımite, éste será una solución débil del sistema.
La siguiente proposición generaliza un resultado clásico de Tartar[10]. El teorema 2.1.4
es su análogo en el caso escalar.
Proposición 3.0.1 Sea Ω ⊂ R × R+ abierto. Sea {uϵ} una sucesión de soluciones aproxi-
madas para el sistema del tipo Temple (1.1) uniformemente acotadas tal que uϵ ⇀ u en
L∞(Ω) débil-*. Supon-
gamos que para todo par entroṕıa-entroṕıa flujo (η, q) tenemos que {η(uϵ)t + q(uϵ)x} es
compacta en H−1(Ω), entonces f(uϵ)⇀ f(u) en L∞(Ω) débil-*.
Demostración. Consideremos los siguientes pares (ηi,1, qi,1), (ηi,2, qi,2) de entroṕıa-entroṕıa
flujo
ηi,1(λ) = |li(u(x, t)) · (u(x, t)− λ)|
qi,1)(λ) = sqn (li(u(x, t)) · (u(x, t)− λ)) li(u(x, t)) · (f(u(x, t))− f(λ))
ηi,2(λ) = li(u(x, t)) · λ
qi,2)(λ) = li(u(x, t)) · f(λ)
donde li(u(x, t)) es el i-ésimo vector propio a izquierda de la matriz jacobiana de f . Apli-
cando el teorema 2.1.1 y pasando a una subsucesión si es necesario tenemos que




donde u(x, t) =< vx,t, λ >, ζ(x, t) =
< vx,t, f(λ) >, γi,k(x, t) =< vx,t, ηi,k(λ) >, βi,k(x, t) =< vx,t, qi,k(λ) >. Aqúı k = 1, 2 y
{vx,t} es la familia de medidas de probabilidad asociada a la subsucesión. Por otro lado,
aplicando el Lema del Div-Rot a los campos (ηi,1, qi,1), (qi,2,−ηi,2) obtenemos
(ηi,1, qi,1) · (qi,2,−ηi,2)⇀ (γi,1, βi,1) · (βi,2,−γi,k)
por lo tanto si v = vx,t, entonces tenemos la ecuación de Tartar
< v, ηi,1qi,2 − ηi,2qi,1 >⇀< v, ηi,1 >< v, qi,2 > − < v, ηi,2 >< v, qi,1 >,
es decir
< v, |li(u(x, t)) · (u(x, t)− λ)| >< v, li(u(x, t)) · (f(u(x, t))− f(λ)) >= 0.
Luego, si < v, |li(u(x, t)) · (u(x, t)− λ)| > ̸= 0 esto implica que < v, li(u(x, t)) ·(f(u(x, t))−
f(λ)) >= 0, ahora si < v, |li(u(x, t)) · (u(x, t)− λ)| >= 0, como la medida es positiva
implica que li(u(x, t)) · (u(x, t)−λ) = 0 y por la proposición 1.2.1 tenemos que li(u(x, t)) ·
(f(u(x, t))− f(λ)) = 0. Aśı, la ecuación de Tartar implica que
li(u(x, t))· < v, (f(u(x, t))− f(λ)) >= 0.
Dado que la ecuación anterior se verifica para todo i = 1, . . . , n, entonces como {li(u(x, t))}
es una base para Rn debemos tener < v, (f(u(x, t)) − f(λ)) >= 0, es decir f(u) =<
v, f(λ)) >, por lo tanto f(uϵ)⇀ f(u) en L∞(Ω) débil-*. Esto termina la demostración.
La siguiente proposición establece la existencia de una solución global del sistema (1.1)
con viscosidad, es decir para una aproximación parabólica de (1.1).
Proposición 3.0.2 Sea K una región compacta y convexa. Suponga que existe z tal que





uϵ(x, 0) = u0(x) (3-2)
admite una solución global.
Demostración. Supongamos que z = 0. La demostración del caso general es análoga. En
[6] D. Hoff & J. Smoller.(Teorema 2.2) demostraron que el sistema (3.1)-(3.2) admite
una única solución local uϵ definida sobre un intervalo maximal [0, Tϵ), por lo tanto para
demostrar que la solución es global debemos verificar que Tϵ = +∞. En efecto, supongamos
que Tϵ < +∞. Puesto que K es una región invariante u(x, t) ∈ K para (x, t) ∈ R× [0, Tϵ),
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luego si A(u) denota la matriz jacobiana de f que suponemos de clase C2, existe M > 0




































































































aśı, integrando las desigualdades anteriores


















se tiene ∫ Tϵ
0
∥u(x, t)∥H1(R) dt <∞, Ess sup[0, Tϵ) ∥u(x, t)∥2 <∞.
Es decir uϵ ∈ L2(0, Tϵ,H1(R)) ∩ L∞(0, Tϵ, L2(R)). La segunda desigualdad muestra que
f(uϵ)x ∈ L2(0, Tϵ, L2(R)) y como K es una región invariante acotada, entonces uϵ ∈
L∞(R× [0, Tϵ). Por otro lado el teorema 2.2 en [6] muestra que uϵxx esta en L2(R), luego
concluimos que uϵ ∈ L2(0, Tϵ,H2(R)) y como f(uϵ)x ∈ L2(0, Tϵ, L2(R)) deducimos que
uϵ ∈ L2(0, Tϵ, L2(R)), es decir uϵ ∈ H1(0, Tϵ, L2(R)), en particular u(·, Tϵ) ∈ L2(R), pero
esto implica u(·, Tϵ) ∈ L∞(R), lo cual contradice la escogencia de Tϵ, por lo tanto Tϵ = +∞.
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Quedando demostrado el teorema.
Sea (η, q) un par entroṕıa-entroṕıa flujo de clase C2, donde η es convexa, d2η(u) ≥ 0.
Consideremos la sucesión {uϵ} de soluciones de (3.1) y supongamos que la sucesión con-
verge puntualmente, es decir uϵ → u = u(x, t). Multiplicando ambos lados de (3.1) por
dη(uϵ) tenemos η(uϵ)t + q(u
ϵ)x = ϵdη(u




Td2η(uϵ)uϵx entonces como η es convexa η(u
ϵ)t + q(u
ϵ)x ≤ ϵη(uϵ)xx por lo tanto inte-
grando por partes
∫ ∫
{η(uϵ)ϕt + q(uϵ)ϕx} dxdt ≥ −ϵ
∫ ∫
η(uϵ)xxdxdt
para toda funcion ϕ(x, t) no negativa con soporte compacto. Aplicando el teorema de la
convergencia dominada cuando ϵ→ 0 concluimos que∫ ∫
{η(u)ϕt + q(u)ϕx} dxdt ≥ 0
luego si uϵ converge puntualmente, entonces u resuelve el sistema de leyes de conservación
(1.1), además u será una solución de entroṕıa.
3.1. Existencia de una solución débil
En esta sección presentaremos el teorema que garantiza la existencia de soluciones débiles
de un sistema del tipo Temple bajo cierta hipótesis sobre la condición inicial.
Teorema 3.1.1 Sea z ∈ Ω, (u0 − z) ∈ L∞(Ω) ∩ L2(Ω). Supongamos que u0(R) esta con-
tenida en una región invariante compacta. Entonces si el sistema (1.1)-(1.2) es del tipo
Temple, éste admite una solución débil u ∈ L∞(R× [0, +∞))
Demostración. Puesto que u0(R) esta contenida en una región invariante compacta, por





uϵ(x, 0) = u0(x)
admite una solución global uϵ para cada ϵ > 0. Además la suceción {uϵ} es uniformemente
acotada en R × [0, +∞) por lo tanto pasando a una subsucesión si es necesario, existe
u ∈ L∞(R × [0, +∞)) tal que uϵ ⇀ u en L∞(R × [0, +∞)) débil-*. Demostraremos
que u es la solución débil que buscamos. Sea Ω0 un abierto en R × (0, +∞). Por la
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proposición 3.0.1, basta demostrar que {η(uϵ)t + q(uϵ)x} es compacta en H−1(Ω0) para







Como las {uϵ} son uniformemente acotadas, entonces (uϵ)t + q(uϵ)x será acotada en
W−1,∞(Ω0), aśı, si logramos demostrar que ϵη(u






acotada en M(Ω0), entonces por el lema de Murrat (Teorema 2.1.3), esto implicaŕıa que
(uϵ)t+q(u
ϵ)x es compacta H
−1(Ω0). En efecto, supongamos que
√
ϵuϵx pertenece a L
2(Ω0),





aśı como ∫ ∫
Ω0
∣∣η′′(uϵ)(√ϵuϵx)2φ∣∣ dxdt ≤M1 ∥φ∥1,2
donde M > 0, M1 > 0. La primera desigualdad implica que ϵη(u
ϵ)xx es compacta en




2 acotada en M(Ω0). Por lo tanto para terminar la demostración
debemos probar que
√
ϵuϵx pertenece a L
2(Ω0). Sea (η0, q0) el par entroṕıa-entroṕıa flujo
de la proposición 1.2.2, multiplicando (3.1) por η′′0(u
ϵ) e integrado esta igualdad sobre
[−a, a]× [τ, T ] donde a > 0 , τ > 0, T > 0 obtenemos∫ a
−a
[η0(u























De [6](Teorema 2.2), tenemos que uϵ(·, t), uϵx(·, t) están en L2(R,Rn) luego uϵ(±a, t) →
0 cuando a → ∞. Por otro lado como {uϵ} es uniformemente acotada, el teorema de
convergencia dominada de Lebesque implica∫ T
τ
[q0(u
ϵ(−a, t))− q0(uϵ(a, t))] → 0 si a→ ∞.
A lo largo de la proposición 3.0.2 se demostró que ∥uϵx∥
2
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De [11](Lema 2.2), tenemos que uϵ(·, t) → u0 en L2 para t → 0. Por lo tanto, aplicando
el teorema de la convergencia dominada, la desigualdad de la proposición 1.2.1 y el hecho


















Como u0 ∈ L2(R), entonces
√
ϵuϵx pertenece a L
2(Ω0). Esto termina la demostración.
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